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Řešeńı úlohy č. 1
Euklidovská kabeláž

Nejprve si pojd’me úlohu zjednodušit co nejv́ıce můžeme. Pro jednoduchost použijeme pro označeńı
zásuvek, mı́sto textových označeńı, barvy. Jeden vstup může vypadat např́ıklad takto:

Kabely se mohou libovolně kroutit, takže prvńı zjednodušeńı, kterého si můžeme všimnout je, že
jediné na čem zálež́ı, je pořad́ı zásuvek. Vzdálenosti mezi nimi jsou nám jedno, na které stěně lež́ı
zásuvka nás také vlastně nezaj́ımá. Dı́ky tomuto pozorováńı si lze ekvivalentně obrázek překreslit
následovně:

Nyńı ale udělejme krok zpět a pod́ıvejme se, jak by vypadalo propojeńı kabel̊u u p̊uvodńıho obrázku:
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Jak by toto propojeńı kabel̊u vypadalo na našem zjednodušeném modelu?

Z tohoto znázorněńı už lze rozhodně vypozorovat hezký vzor. Možná vás ted’ napadá pár otázek.
Jedna z nich může být např́ıklad otázka, jestli je tohle propojeńı jediné možné. Zrovna pro tento
konkrétńı př́ıklad je tomu tak, ale pro obecný př́ıpad tomu nemuśı být pravda. Zde např́ıklad vid́ıme
dvě r̊uzné validńı zapojeńı pro stejný vstup:

Dı́ky tomuto př́ıkladu v́ıme, že propojeńı může být v́ıce (ekvivalentně lze ř́ıci, že jsme unikátnost
řešeńı vyvrátili protipř́ıkladem). Předt́ım, než začneme přemýšlet o algoritmu, pojd’me udělat ještě
následuj́ıćı jednoduché pozorováńı:

Zásuvky se chovaj́ı cyklicky. To znamená, že můžeme postupně dávat zásuvky z konce na začátek
a řešeńı se nezměńı. Už dř́ıve jsme zjistili, že zálež́ı jen na pořad́ı zásuvek za sebou, tak by nás tato
vlastnost snad neměla překvapit. Nı́že na obrázku je např́ıklad posledńı zásuvka z minulého řešeńı
přesunuta na začátek, toto zapojeńı je identické, pouze jsme museli vhodně přeuspořádat kabely:
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Jak tedy vytvoř́ıme algoritmus, který nalezne nějaké řešeńı, pokud existuje?

Pokud vid́ıme dvě zásuvky stejné barvy vedle sebe, zkaźıme t́ım něco, když je prostě spoj́ıme?
Později si dokážeme, že opakováńım tohoto pravidla opravdu nalezneme nějaké řešeńı, pokud exis-
tuje. Po spojeńı dvou zásuvek, které jsou vedle sebe si můžeme zadáńı zjednodušit a to tak, že tyto
zásuvky prostě přestaneme uvažovat. Graficky by to vypadalo následovně:
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Algoritmus

1. Načti zásuvky do pole Z

2. Seřad’ zásuvky v poli Z po obvodu, napřı́klad jednı́m z těchto způsobů:

* seřazenı́m každé strany zvlášt’ a poté spojenı́m 4 seřazených polı́

* měřenı́m úhlů každé ze zásuvek do středu mı́stnosti (tzv. pomocı́ centroidu)

* klasickým seřazenı́m s trošku delšı́ porovnávacı́ funkcı́

3. Dokud pole Z nenı́ prázdné a po proběhnutı́ cyklu nějak změnilo:

3.1 Vytvoř nové prázdné pole P

3.2 Projdi pole Z a přidej do pole P takové zásuvky,

které nemajı́ hned za sebou zásuvku stejné barvy.

Pokud má aktuálně kontrolovaná zásuvka za sebou zásuvku stejné barvy,

přeskoč kontrolu následujı́cı́ zásuvky.

(Takže obě zásuvky nepřidáme do pole P)

3.3 Nahrad’ pole Z polem P

4. Pokud je pole Z prázdné vypiš "pujde to"

(vše se napárovalo a žádné zásuvky nezbyly),

v opačném přı́padě vypiš "ajajaj"

Proč je tento algoritmus správný?
Jak moc je tento algoritmus efektivńı?

Pojd’me si postupně tyto dotazy zodpovědět.

Nejprve začneme s efektivitou algoritmu. Nejhorš́ı vstup pro náš algoritmus vypadá takto (rozmyslete
si proč):

Algoritmus při prvńım pr̊uchodu nalezne pouze dvě žluté zásuvky vedle sebe, poté je “smaže”, v
daľśım pr̊uchodu nalezne pouze dvě oranžové vedle sebe a tak dále. . .

Pokud máme zásuvek v tomto tvaru n, kolik pr̊uchod̊u polem náš algoritmus muśı udělat, aby
všechny zásuvky odstranil? V prvńım pr̊uchodu projde pole délky n, v druhém pole délky n − 2
jelikož jsme dvě odebrali, poté n− 4 . . .

n+ (n− 2) + (n− 4) + (n− 6) + · · ·+ (n− n) =
∑n

2
i=0(n− 2i)

Což se dá d́ıky vzorci pro součet aritmetické posloupnosti zjednodušit na:∑n
2
i=0(n− 2i) = 1

4
(n2 + 2n)

Všimněte si členu n2, ten při dostatečně velkém n “přebije” všechny ostatńı členy a násobně je
přeroste. Velká O notace respektuje pouze “nejrychleji rostoućı” členy a ostatńı zahazuje.
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Poměrně pracně jsme tedy zjistili, že doba běhu tohoto algoritmu roste se vstupem kvadraticky
(běž́ı v čase O(n2)). Později si ukážeme poměrně efektivńı optimalizaci tohoto algoritmu, kterému
stač́ı pole proj́ıt pro jakýkoliv vstup pouze jednou (zlepš́ıme složitost na O(n), reálně to ale bude
O(nlogn) kv̊uli řazeńı zásuvek po obvodu). Nejprve si ale pojd’me dokázat korektnost tohoto al-
goritmu. Proč je spojováńı dvou kabel̊u vedle sebe vždy validńı krok, který vede na řešeńı, pokud
nějaké existuje?

Před d̊ukazem korektnosti si pojd’me ještě v́ıce zjednodušit terminologii, s jednodušš́ımi objekty se
také jednodušeji pracuje.

Na spojeńı dvou sousedńıch stejnobarevných zásuvek kabelem můžeme také nahĺıžet jako na
přepsáńı vstupu na vstup, ve kterém právě tyto dvě zásuvky chyb́ı.

Tomuto budeme ř́ıkat pravidlo a p̊uvodńı vstup budeme značit V ,
přepsaný vstup V ′. Tuto akci budeme zapisovat jako V → V ′.

Jelikož už tu dlouho nebyl obrázek a tahle část textu zač́ıná vypadat poměrně černob́ıle, tak si
ukážeme jednoduchý př́ıklad použit́ı pravidla, kde se zbav́ıme dvou světle zelených zásuvek.

Náš p̊uvodńı vstup V může vypadat např́ıklad takto:

Přepsaný vstup V ′ vypadá takto:

Provedli jsme tedy V → V ′.

Muśıme si rozmyslet, že pro d̊ukaz korektnosti algoritmu nám stač́ı dokázat následuj́ıćı tvrzeńı:

Zásuvky na vstupu V jsou spárovatelné právě tehdy, když jsou spárovatelné zásuvky na vstupu
V ′.

symbolicky:
V je spárovatelné ⇔ V ′ je spárovatelné.

Hospodsky řečeno, chceme dokázat, že náš algoritmus “nezkaźı správnost/špatnost vstupu”.
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Pro d̊ukaz této ekvivalence budeme postupovat dokázáńım dvou implikaćı, zprava doleva (⇐) a zleva
doprava (⇒).

Pojd’me tedy dokázat nejdř́ıve jednodušš́ı implikaci, a to zprava doleva. Chceme tedy dokázat, že
V je spárovatelné ⇐ V ′ je spárovatelné.
Můžeme si rozmyslet, že pokud máme libovolné spárováńı, tak můžeme dvě zásuvky kamkoliv přidat
a spojit je spolu, t́ım nepřekř́ıž́ıme žádné daľśı kabely. Graficky to vypadá následovně:

Dokázat implikaci na druhou stranu bude maličko náročněǰśı. Pojd’me si pro přehlednost opět znovu
zapsat, co vlastně dokazujeme:
V je spárovatelné ⇒ V ′ je spárovatelné.
Jinak řečeno, chceme dokázat, že naše spojeńı dvou zásuvek vedle sebe je validńı (spojeńım nezměńıme
spárovatelnost/nespárovatelnost vstupu). Pojd’me na to trošku sofistikovaněji a to sporem. Předpokládejme
tedy, že V je spárovatelné, ale V ′ už neńı. Následně toto tvrzeńı rozbijeme t́ım, že ukážeme, že to se
vlastně nemohlo stát. T́ım dokážeme platnost p̊uvodńıho tvrzeńı.

Necht’ tedy po aplikováńı V → V ′ je V spárovatelné, ale V ′ již neńı. Jinak řečeno to znamená,
že propojeńı dvou sousedńıch kabel̊u nevede na řešeńı, ale existuje řešeńı, které tyto zásuvky propo-
jilo jinak.
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Pojd’me si to nakreslit. Jiné zásuvky můžeme prozat́ım ignorovat, všechny tedy nakresĺıme šedě a
šedými čárami budeme znázorňovat “nějaké propojeńı”, detaily ostatńıch propojeńı nás v tuto chv́ıli
př́ılǐs nezaj́ımaj́ı.

Propojeńı, které provedl náš algoritmus:

Propojeńı, které vede na správné řešeńı (ty samé zásuvky jsou propojeny každá s jinou daľśı zelenou
zásuvkou):

Nyńı přicháźı jádro celého d̊ukazu. My totiž můžeme vźıt řešeńı, o kterém jsme předpokládali,
že jsou v něm zásuvky propojitelné a to upravit tak, že spoj́ı právě ty dvě sousedńı zásuvky, o
kterých ale předpokládáme, že na propojitelné řešeńı nevedou. Tud́ıž s těmito předpoklady nalézáme
spor, což implikuje, že se to vlastně nemohlo stát, muśı tedy platit tvrzeńı p̊uvodńı, o kterém jsme
předpokládali, že pravdivé neńı. Takové přepojeńı vypadá následovně (propojeńı co vede na řešeńı
je značeno zeleně, přepojeńı je značeno červeně, i když kabel reálně červenou barvu nemá):

Ukázali jsme, že nalezneme takové propojeńı, že se žádné kabely nekř́ıž́ı. Náš algoritmus je tedy
korektńı. □
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Zbývá nám udělat posledńı krok. Jak zrychĺıme algoritmus na slibovanou složitost O(n)? Kĺıčová
myšlenka je v tom, že se nechceme pořád vracet a kontrolovat zásuvky, které jsme již jednou viděli.
Jedńım z možných řešeńı je např́ıklad použ́ıt datovou strukturu zásobńık, na kterou si budeme
odkládat navšt́ıvené zásuvky a pokud náhodou na vrchu zásobńıku bude zásuvka stejné barvy jako
se tam chystáme přidat, tak mı́sto toho zásuvku na vrchu zásobńıku smažeme (propoj́ıme zásuvky
kabelem a přestaneme je uvažovat). T́ım budeme efektivně mazat zásuvky co se nacháźı vedle sebe a
to i ty, které jsme viděli již dř́ıve a jsou někde v́ıce hluboko ve zásobńıku. Algoritmus demonstrujeme
na jednoduchém př́ıkladu:

Náš vstup V vypadá následovně:

Pojd’me se pod́ıvat jak se s ńım vypořádá náš vylepšený algoritmus využ́ıvaj́ıćı datovou strukturu
zásobńık:

Stack:

Stack:

Stack:

Stack:

Stack:

Stack:
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Pokud je na konci našeho algoritmu zásobńık prázdný, znamená to, že jsme zvládli vše napárovat a
výstupem je pujde to, pokud je zásobńık neprázdný, tak vyṕı̌seme ajajaj.


