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Reseni tlohy ¢&. 1
Euklidovska kabelaz

Nejprve si pojdme 1lohu zjednodusit co nejvice miZzeme. Pro jednoduchost pouZijeme pro oznaéeni
zasuvek, misto textovych oznaceni, barvy. Jeden vstup muze vypadat napiiklad takto:
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Kabely se mohou libovolné kroutit, takze prvni zjednodusSeni, kterého si muzeme v§imnout je, ze
jediné na cem zalezi, je potadi zasuvek. Vzdalenosti mezi nimi jsou nam jedno, na které sténé lezi
zasuvka nds také vlastné nezajima. Diky tomuto pozorovani si lze ekvivalentné obrazek prekreslit
nasledovné:

p 40,0,0,0,0,0, 0, 4 0.0, 0,

Nyni ale udélejme krok zpét a podivejme se, jak by vypadalo propojeni kabelii u puvodniho obrazku:
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Jak by toto propojeni kabelu vypadalo na nasem zjednoduseném modelu?

7 tohoto znazornéni uz lze rozhodné vypozorovat hezky vzor. Mozné vés ted napadd par otdzek.
Jedna z nich muze byt napiiklad otazka, jestli je tohle propojeni jediné mozné. Zrovna pro tento
konkrétni priklad je tomu tak, ale pro obecny ptipad tomu nemusi byt pravda. Zde napiiklad vidime
dveé ruzné validni zapojeni pro stejny vstup:

)

Diky tomuto piikladu vime, ze propojeni muze byt vice (ekvivalentné lze tici, Ze jsme unikatnost
fesen{ vyvratili protipiikladem). Piedtim, nez za¢neme premyslet o algoritmu, pojdme udélat jeste
nasledujici jednoduché pozorovani:

Zasuvky se chovaji cyklicky. To znamenad, ze muzeme postupné davat zasuvky z konce na zacatek
a teseni se nezmeéni. Uz diive jsme zjistili, Ze zalezi jen na poradi zasuvek za sebou, tak by nas tato
vlastnost snad neméla piekvapit. Nize na obrazku je napiiklad posledni zasuvka z minulého feSeni
presunuta na zacatek, toto zapojeni je identické, pouze jsme museli vhodné preusporadat kabely:
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Jak tedy vytvorime algoritmus, ktery nalezne néjaké teseni, pokud existuje?

Pokud vidime dvé zasuvky stejné barvy vedle sebe, zkazime tim néco, kdyz je prosté spojime?
Pozdéji si dokazeme, ze opakovanim tohoto pravidla opravdu nalezneme néjaké feseni, pokud exis-
tuje. Po spojeni dvou zasuvek, které jsou vedle sebe si muzeme zadani zjednodusit a to tak, ze tyto
zasuvky prosté prestaneme uvazovat. Graficky by to vypadalo nasledovné:
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Algoritmus

1. NaZti zasuvky do pole Z
2. Setrad’ zasuvky v poli Z po obvodu, napfiklad jednim z t&chto zpusobu:
* sefazenim kazdé strany zv1ast’ a poté spojenim 4 sefazenych poli
* m&Fenim thlu kazdé ze zasuvek do stfedu mistnosti (tzv. pomoci centroidu)
* klasickym sefazenim s troSku delSi porovnavaci funkci
3. Dokud pole Z neni prazdné a po prob&hnuti cyklu n&jak zmé&nilo:
3.1 Vytvof nové prézdné pole P
3.2 Projdi pole Z a pfidej do pole P takové zasuvky,
které nemaji hned za sebou zasuvku stejné barvy.
Pokud ma aktudlné& kontrolovand zasuvka za sebou zasuvku stejné barvy,
preskol kontrolu nasledujici z&asuvky.
(Takze ob& zdsuvky nepriddme do pole P)
3.3 Nahrad’ pole Z polem P
4. Pokud je pole Z prazdné vypisS "pujde to"
(vSe se napdrovalo a Zzadné zasuvky nezbyly),
v opafném pripadé vypis "ajajaj"

Pro¢ je tento algoritmus spravny?
Jak moc je tento algoritmus efektivni?
Pojd'me si postupné tyto dotazy zodpovédét.

Nejprve zaéneme s efektivitou algoritmu. Nejhorsi vstup pro nas algoritmus vypadd takto (rozmyslete
si proc¢):

9000000000000

Algoritmus prfi prvnim pruchodu nalezne pouze dvé zluté zasuvky vedle sebe, poté je “smaze”, v
dalsim pruchodu nalezne pouze dvé oranzové vedle sebe a tak dale. . .

Pokud mame zasuvek v tomto tvaru n, kolik pruchodu polem n&s algoritmus musi udélat, aby
vSechny zasuvky odstranil? V prvnim pruchodu projde pole délky n, v druhém pole délky n — 2
jelikoz jsme dvé odebrali, poté n —4 ...

n

n+n—2)+Mn—4)+0n—6)+ -+ (n—n)=>372(n—2i)

Coz se da diky vzorci pro soucet aritmetické posloupnosti zjednodusit na:

2 (n — 2i) = L(n2 + 2n)

1=

Vsimnéte si clenu n?, ten pii dostateéné velkém n “piebije” vSechny ostatni cleny a ndsobné je
preroste. Velka O notace respektuje pouze “nejrychleji rostouci” ¢leny a ostatni zahazuje.
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Pomérné pracné jsme tedy zjistili, ze doba béhu tohoto algoritmu roste se vstupem kvadraticky
(bézi v case O(n?)). Pozdéji si ukdZzeme pomérné efektivni optimalizaci tohoto algoritmu, kterému
staci pole projit pro jakykoliv vstup pouze jednou (zlepsime slozitost na O(n), redlné to ale bude
O(nlogn) kvuli fazeni zdsuvek po obvodu). Nejprve si ale pojdme dokdzat korektnost tohoto al-
goritmu. Pro¢ je spojovani dvou kabelu vedle sebe vzdy validni krok, ktery vede na reseni, pokud
néjaké existuje?

Pfed dukazem korektnosti si pojdme jesté vice zjednodusit terminologii, s jednodussimi objekty se
také jednoduseji pracuje.

Na spojeni dvou sousednich stejnobarevnych zdasuvek kabelem muzeme také nahlizet jako na
prepsani vstupu na vstup, ve kterém pravé tyto dvé zasuvky chybi.

Tomuto budeme fikat pravidlo a puvodni vstup budeme znacit V,
prepsany vstup V’. Tuto akci budeme zapisovat jako V — V.

Jelikoz uz tu dlouho nebyl obrazek a tahle ¢ést textu zacind vypadat pomérné cernobile, tak si
ukazeme jednoduchy piiklad pouziti pravidla, kde se zbavime dvou svétle zelenych zasuvek.

Nas puvodni vstup V' muze vypadat naptiklad takto:

0000900000 000000-

Prepsany vstup V' vypada takto:

000000000000 —

Provedli jsme tedy V' — V.

Musime si rozmyslet, ze pro dukaz korektnosti algoritmu nam staci dokazat nasledujici tvrzeni:

Zasuvky na vstupu V' jsou sparovatelné praveé tehdy, kdyz jsou sparovatelné zasuvky na vstupu
V.
symbolicky:
V' je sparovatelné < V' je sparovatelné.

Hospodsky feceno, chceme dokazat, ze nas algoritmus “nezkazi spravnost/Spatnost vstupu”.
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Pro dukaz této ekvivalence budeme postupovat dokdzanim dvou implikaci, zprava doleva (<) a zleva
doprava (=).

Pojdme tedy dokézat nejdifve jednodussi implikaci, a to zprava doleva. Chceme tedy dokdzat, Ze
V' je sparovatelné < V' je sparovatelné.

Muzeme si rozmyslet, ze pokud mame libovolné sparovani, tak muzeme dveé zasuvky kamkoliv pridat
a spojit je spolu, tim nepiekiizime zadné dalsi kabely. Graficky to vypada nésledovneé:

~ e~/

zapsat, co vlastné dokazujeme:

V je sparovatelné = V' je sparovatelné.

Jinak feceno, chceme dokazat, ze nase spojeni dvou zasuvek vedle sebe je validni (spojenim nezménime
sparovatelnost /nesparovatelnost vstupu). Pojd'me na to trosku sofistikovangéji a to sporem. Predpoklddejme
tedy, ze V' je sparovatelné, ale V’ uz neni. Nésledné toto tvrzeni rozbijeme tim, ze ukazeme, Ze to se
vlastné nemohlo stat. Tim dokdzeme platnost puvodniho tvrzeni.

Necht tedy po aplikovani V' — V' je V sparovatelné, ale V' jiz neni. Jinak feCeno to znamen,
ze propojeni dvou sousednich kabelu nevede na feseni, ale existuje feseni, které tyto zasuvky propo-
jilo jinak.
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Pojd'me si to nakreslit. Jiné zdsuvky muZeme prozatim ignorovat, vechny tedy nakreslime Sedé a
Sedymi ¢arami budeme znazornovat “néjaké propojeni”, detaily ostatnich propojeni nas v tuto chvili
prilis nezajimaji.

Propojeni, které provedl nas algoritmus:

Propojeni, které vede na spravné reseni (ty samé zasuvky jsou propojeny kazdd s jinou dalsi zelenou
zasuvkou):

Nyni prichazi jadro celého dukazu. My totiz muzeme vzit feSeni, o kterém jsme ptredpokladali,
Ze jsou v ném zasuvky propojitelné a to upravit tak, ze spoji pravé ty dvé sousedni zasuvky, o
kterych ale predpokldadame, Ze na propojitelné feseni nevedou. Tudiz s témito predpoklady nalézame
spor, coz implikuje, Ze se to vlastné nemohlo stat, musi tedy platit tvrzeni puvodni, o kterém jsme
predpokladali, ze pravdivé neni. Takové pfepojeni vypada nasledovné (propojeni co vede na feseni
je znaceno zelené, prepojeni je znaceno cervené, i kdyz kabel redlné ¢ervenou barvu nem4):

Ukazali jsme, ze nalezneme takové propojeni, ze se zadné kabely nektizi. Nas algoritmus je tedy
korektni. [J
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Zbyva ndam udélat posledni krok. Jak zrychlime algoritmus na slibovanou slozitost O(n)? Klicova
myslenka je v tom, ze se nechceme poidd vracet a kontrolovat zasuvky, které jsme jiz jednou vidéli.
Jednim z moznych feSeni je napiiklad pouzit datovou strukturu zdsobnik, na kterou si budeme
odkladat navstivené zasuvky a pokud ndhodou na vrchu zasobniku bude zasuvka stejné barvy jako
se tam chystame pridat, tak misto toho zdsuvku na vrchu zdsobniku smazeme (propojime zasuvky
kabelem a prestaneme je uvazovat). Tim budeme efektivné mazat zasuvky co se nachdzi vedle sebe a
to 1 ty, které jsme videéli jiz difve a jsou nékde vice hluboko ve zasobniku. Algoritmus demonstrujeme
na jednoduchém prikladu:

N&s vstup V' vypadd nasledovneé:

0000 0®

Pojdme se podivat jak se s nim vypoidda nas vylepseny algoritmus vyuzivajici datovou strukturu
zasobnik:
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Pokud je na konci naseho algoritmu zasobnik prazdny, znamend to, ze jsme zvladli vSe naparovat a
vystupem je pujde to, pokud je zasobnik neprazdny, tak vypiSeme ajajaj.



